Halla los puntos singulares de:

2 3 —
vic1 o VTG QT
a) y = 3x° — 20x3. Dominio = R

S = 15x% — 60x?

x=10
=0 — 15x2(x?-4)=0 < xX=—
x =2

Signo de f"(x):

a) y=3x>-20x3 b)y=

£1>0 £1<0 F1<0 £1>0
— - ~~ 0 ~ ’ —

Hay un maximo en (-2, 64), un minimo en (2, —64), y un punto de inflexion en
(0, 0).

A2

b)y= . Dominio = R —{-1, 1}

x? -1

2x(x? - 1) —x?-2x _ 2x% —2x —2x%_  2x
(x? -1 (% = 1) (x? — 1)?

S =

f)=0 = 2x=0 —= x=0
Signo de f'(x):
f1>0 f>0 f<0 f1<0
/ - / 0 \ ! \

Hay un maximo en (0, 0).

x3 o
) y=—=——. Dominio= R — {2}

(x - 2)?
3xt(x—2)2 =% - 2(x—2) _ 3x3(x-2) —2x°

"(x) = :
e (x—2)* (x — 2)°

_ 303 — 6x% — 2x3 _ X3 — 6x2
(x—-2)3 (x—2)°

x=0
(") = A2 Y =
f@)=0 = x*x-06) o<x:6
Signo de f"(x):
f>0 F>0 £'<0 f>0

Hay un punto de inflexion en (0, 0) y un minimo en (6, 2—27)




d)y = Vx? - 2x . Dominio = (—eo, 0] U [2, +o0)

£1(x) = 2x-2 _ x-1
T 2Wx2—2x  VaZ-2x

fx)=0 — x-1=0 — x=1¢& Dominio.

No hay puntos singulares.



Representa:

x3 x2—2x—8
a)y= . b)y=——"—""-
)3 1—x2 )y
. x3 X
Q) y= = —x + . Dominio = R - {-1, 1}
1—x? 1—x2

* Simetrias:

_x3

S=x) =

5 = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
1-x '

* Asintotas verticales:

lim f(x) = +eo
x— -1
. Asintota vertical en x = —1.
lim f(x)=—oo
x— —17 |
lim f(x) = +oo
x— 1
Asintota vertical en x = 1.
lim f(x)=—oo
x— 17

* Asintota oblicua:

3
X- _ X
2 =—-x +

1-x

~ - y=-xe¢s asintota oblicua.
1-x 2 )

Posicion de la curva respecto a la asintota:

f(x)—(=x) >0 si x — —eo (curva por encima)

fx) —(=x) <0 si x — +e= (curva por debajo)
e Puntos singulares:

3x2(1 —x2) —x3 - (=2x%)  3x? — 3xt + 2xt —x% + 3x2

"(x) = ) = _
e (1 —x%)? (1-x2)2 (1 — x2)?
x=0 _
S =0 - x*(=x2+3)=0 < x=-\3
x=13

J—

Puntos: (0, 0); [—“5: %ﬁ) (\E’ a 5;3 )

e Cortes con los ejes:

Corta a los ejes en (0, 0).



N,
N\
N
N
K4S
‘\}‘
\‘
N
N
2 _ _
byy=2"=2=8 _ v _2_8  Dominio=R - (0}
X
e Simetrias:
x?+2x—- 8

JSE=x) =

No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y, ni respecto al orige

e Asintotas verticales:

lim f(x) = +eo
x— 0
Asintota vertical en x = 0.
lim f(x)=—ce
x—=0F

¢ Asintota oblicua:

x*—2x—8 _

x—-2- 3 — y=x-—2 esasintota oblicua.
X X

Posicion de la curva respecto a la asintota:
fx) —(x—2)>0 si x > —ee (curva por encima)

fx)—(x—=2)<0 si x — +e (curva por debajo)
e Puntos singulares:

fix)=1+ % > () para todo x del dominio.
X

La funcion es creciente en todo su dominio. No tiene puntos singulares.

e Cortes con los ejes:
x=-2
— Con el gje X - F-2x-8=
on el eje - y=0 —= x 8 0<x=4
Puntos: (-2, 0) y (4, 0)

— No corta el eje Y, pues no esta definida en x = 0.



e Gralica:

;/
//’//
/ 4
-2 < fl4
y.& /
S |
A |
Representa:
2 3
x<-9 X2+ 2x
a)y—x2_4 b)y= xZ+1
_ 2_9
ay= . Dominio =R —{-2, 2}
x2—4

e Simetrias:

x2-9
x?% -

= f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

PACE

e Asintotas verticales:

lim  f(x) = —oo |
X = -2 . .
. Asintota vertical en x = —2.
lim f(x) = +eeo
x——27 |
lim f(x) = +eo
x— 2" - .
Asintota vertical en x = 2.
lim [(x) = —e
x— 2%

¢ Asintota horizontal:

2
X°— . .
> 2 . 1--2 — y=1 es asintota horizontal.

x%— 4 x2 -4

Posicion de la curva respecto a la asintota:
Jfx)—1<0 si x — —e (curva por debajo)

f(x)—1<0 si x — +eo (curva por debajo)

e Puntos singulares:

2x(x% — 4) — 2x(x? - 9) _ 2x(x? —4-x2+9) _ 10x
(x2 —4)2 (x2 — 4)2 (x2 — 4)2

S0 =

f)=0 — 10x=0 — x=0 — Punto:(O, %)



e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 — y=% — Punto: (0%)

x=-3
Coneleje X —» =0 — x°-9 0<x=3
Puntos: (=3, 0) y (3, 0).

e Grafica:

|
\
\ |/

[y

b)y= J Dominio = R
xc+1

e Simetrias:

_—xd - 2x
[

= —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

e No tiene asintotas verticales.

e Asintota oblicua:

3
X2+ 2x
7:_):-}- X

— y=x es asintota oblicua.

Posicion de la curva respecto a la asintota:
J(x) —x <0 si x = —ee (curva por debajo)

Jx)—x>0 si x — +ee (curva por encima)

e Puntos singulares:
_ Gt + D+ D= (67 +2x) - 2x _ 3xt + 3x2 + 2x2 + 2 — 2xt — 4x2

S0

(xZ + 1)2 (xf! + 1}2
_xt+a?+2
(x? + 1)?
p _ 1 —
=0 = x*+x?+2=0 — x*= w — No tiene solucion.

No hay puntos singulares.



* Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥V - x=0 — yp=0 — Punto: (0,0
—Coneleje X - y=0 = x?+2x=0 — xx*+2)=0 —

— x=0 — Punto: (0,0)

¢ Puntos de inflexion:
(4x3 + 202 + D2 = (x* + x2+2) - 2(x2 + 1) - 2x

S = a2 T D) =
_ @3+ 202+ D) - dx(xt + x2 +2) _ 2% -6x _ 2x(x%-3)
(x? + 1) (2 +1)P (x*+1)°

x=0 J3 73
J'x) =0 < x=-3 ! Ppuntos: (0, 0); (—\J'_ —ﬁ) (\5, ﬁ)

4 4
x=13
e Grafica:
7
pa
pa
7
1w
//,
/,/
7
1/;/
Representa:
a) y=Vx?+2x
b)y=1Vx%?-9
a)y=Vx?+ 2x

* Dominio:

x=0
24+ 2x=0 +2)=0
x ) o x(x+2) '<x=—2

Dominio = (—ee, =2] U [0, +oo)

* Simetrias:

f(=x) = Nx?—2x. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni
respecto al origen de coordenadas.



e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas oblicuas:

lim f(x) = +eo

X — —o0

o J® o Nx? e+ 2x _oAx? - 2x

lim = Iim ————= Ilim ————— =-1
x> oo X X — —oo X X —> +o0 —X

lim [0 + x iim [Nx?+2x +x]= iim [Vx?—2x —x]
X — —oo X — —oo X — +oo

(Vor? — 2x — &) (Ne? — 2x + &) _

= Ilim —_—
X —> +o0 Vxe—2x + x
) x? — 2x — x? i} —2x
= lim = lim —

x>0 VxZ -2+ x x> 4o VxZ—2x+ X

y=-x-—1 es asintota oblicua cuando x — —eo.

Iim f(x) = +eo

X — +oo
, Jx) _ Va2 + 2x
lim = Jim ——=1
X = 4oa X X = 4oo -
lim [f(ﬁx) - x] = lim [\' X%+ 2x —x] =
X — +oo X —» +oo

= [im —

x —> +oo Va2 + 2x + x
o X%+ 2x-x2 2x
= [im = lim

x— +oo \x2 + 2x + X x— 400 VX2 + 2x + X

y=x+1 es asintota oblicua cuando x — +ee.

e Puntos singulares:

2x + 2 x+1

S = — = —
2Vxl + 2x Vxt + 2x

f0)=0 = x+1=0 — x=-1

Como no pertenece al dominio de f(x), no hay puntos singulares.



e Cortes con los ejes:
x=0
—Coneleje X — y= VxZ+2x = x?+2x=
on el eje y=0 — x X 0<x=—2

Puntos: (0, 0) y (=2, 0)
—Coneleje ¥ - x=0 — py=0 — Punto: (0,0)

e Grafica:

y
y
y
N /
Y
N 2 A
‘\\ = //(
w| e
=207~
rd A
s .
’ \
r A
ks Y
’ N
N
b)y=Vx?-9

e Dominio:
x=-3
x*-9=0 < -3
Dominio = (—es, =3] U [3, +o0)
e Simetrias:
J=x) = Va2 -9 = J(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e No tiene asintotas verticales.

* Asintotas oblicuas:

lim  f(x) = +eo

X — —oo

S0 _ Vx?-9 V-9

lim = lim ————= Ilim =-1
X — —oa X X —o X xX— 40 —X
lim [f(x)+x]= lim [\‘xz—9 +x]= lim [\l'.xz—9—x]=
X —» —o0 X —» —co X — oo
= lim ( 'x2_9_x)(‘x2_9+x) -
X — +oo ('V'x2—9+x)
x? -9 —x? , -9

Iim = Ilim =0

x—+0 VX2 -9+ x x— +o0 \Vxf -0+ x

y =-—x es asintota oblicua cuando x — —ee.



lim  f(x) = +ee

X — too
(x) 2
X — 400 X X — +oo X

lim [f)—x]= 1tm [Nx*-9-x]= 1lim (Va2 =9 —x)(\Nx2 = 9 + x) _

X — +oo X = +oo X — +oo (_‘\’_xz—9+x)

2 g a2 _
Ifmx9x=hm ?

x— 40 VX2 -0+ x

Y =x es asintota oblicua cuando x — +ee.

¢ Puntos singulares:

2x X

) = -
S 2Vx2 -9 x?2-9

fx=0 — x=0
Como no pertenece al dominio de f(x), no hay puntos singulares.

e Cortes con los ejes:

x==3
—Coneleje X — py=0 — Va?2-9 — xz_9=0<x=5

Puntos: (-3, 0) vy (3, 0)

— No corta al eje ¥, pues no existe f(0).

e Grafica:

N ‘S
\ < 4
A s

Y 5 # /
\ hs = ra

~ s
3 ]~ 3
rd Y

rd hS

# ~
~ ~
rd A

'« Representa:

a)y=Imn(x*+4) b)y=mm(x*-1)

)y =In (x> + 4)
e Dominio:
Como x?+ 4 >0 paratodo x, Dominio=R.
e Simetrias:

J(=x) = In (x* + 4) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.



e No tiene asintotas verticales.
e Ramas infinitas:

lim f(x) = lim f(x)=+e

X — —oo X —> +oo
2x
lim L(x) = lim e+ 4) lim X+ 4 =0
X — +o0 X X — +oo X X — +oo

Por tanto, no tiene asintotas de ningun tipo.
Tiene ramas parabdlicas.

e Puntos singulares:

fll = 2

X%+ 4

f)=0 — 2x=0 — x=0 — Punto: (0, /n4)
e Puntos de inflexion:

_2(x*+4)—2x-2x _ 2x*+8-—4x? _ 8-2x?
(x? + 4)? (x? + 4)? (x? + 4)?

S0

x=-2
1Ay — . 2 = . (=
ffx)=0 — 8-2x=10 < =2 } Puntos: (-2, n8) vy (2, n8)

e Grafica:

b)y =i (x*-1)
e Dominio:
x*-1>0 —= Dominio = (—ce, =1) U (1, +o0)
e Simetrias:

Jf(=x) = In (x> = 1) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.



e Asintotas verticales:

lim  f(x) =—co;  lim [f(x) = —co

x— -1 x—=1

=-1 y x =1 son asintotas verticales.

e Jim f(x)= Ilim [f(x)= +co

X — —o0 X — +oo
X
X — —
X — 40 X X — +oo X x— 40 1

Tiene ramas parabolicas.
e Puntos singulares:

J(x) = 2X

x2 -1

fx=0 — 2x=0 — x=0

No tiene puntos singulares, pues la funcion no esta definida en x = 0.

e Puntos de inflexion:

(x* =1 —2x-2x _ 2x%-2-d4x? _ 2x*-2
(x? - 1)? (x% - 1)? (x? - 1)?

No tiene puntos de inflexion.

[0 = 2

e Puntos de corte con los ejes:

—Coneleje X = p=0 = Imx*-1D=0 — x*-1=1

x2=2 < z : :j\—iz } Puntos: ('—\E, 0) y (\E 0-)

— No corta al eje ¥, pues no existe [(0).

e Grafica:
~_ -
N )
\-1 /
\ 1 /
\ [




Representa:

X e —_X

1
a)y=e— b)y=——- c)y=5c032x+cosx

x2 —x

X

a)y=
r=

e Dominio: D =R - {0}
* No es simétrica.

¢ Asintotas verticales:

lim f(x) = +eo
x—= 0 . .
Asintota vertical: x =0
lim f(x) =+
x—= 0"

* [/im f(x)=0. Ademds, f(x)>0 paratodo x del dominio.
X — —o0

y =0 esuna asintota horizontal cuando x — —ee.

lim f(x) =+  [im S

X = 400 X — 400 X

= +co, Rama parabdlica.

e Puntos singulares:

2

Yoxt—e" 2x _ x-e¥(x-2) _ e*(x—2)

4

fio =2

x x* x3

2
fx)=0 — x=2 — Punto (2, %)

e Grafica:
|
/
\ /
/

. e~
b)y=—-
—X

e Dominio: D =R -{0}

¢ No es simétrica.



e Asintotas verticales:

Iim f(x) = +eo
0~ P .
r Asintota vertical: x =10
lim f(x) = +e
x— 0

o lim [f(x)=+e; lim /) = —oo. Rama parabdlica.

X — —oo X — —oo

fim f(x)=0. f(x) <0 paratodo x positivo.

X —» too

=0 es una asintota horizontal cuando x — +ee.

e Puntos singulares:

e (=) -—er (-1 _ eMx+1)
(_x)E A2

fx)=0 —- x=-1 — Punto: (-1, —e)

S =

e Grafica:

=1

[EE
T

—_
M

——  ——— ——,

1

c)y=? cos 2x + cos x

e El periodo de cosx es 2n yelde sen 2x es m Por tanto, la funcion es
periodica de periodo 2m. La estudiamos solo en este intervalo.

e Es derivable en todo IR (es suma de funciones derivables).

e Puntos singulares:

S'(x) = —sen 2x — sen x = —2sen x cos x — sen x = —sen x (2cos x + 1)

senx =10

fx)=0 — -—-senx(2cosx+1)=0 < 1
cosx =—-—



X
senx=0< )

COS X = —

N|i—~

=0 — Punto: (0, %)

=T — Punto: (:rc,—%)

X = 2—7': —  Punto: (Z—E —i)
/ 3 3 4
\ X = 4—7': —  Punto: (4_1': —i)
3 3 4

e Puntos de corte con los ejes:

—Conelee ¥V - x=0 — _y=% —  Punto: (0,

b |0

|

—Coneleje X — y=0 — cos2x+ 2cosx=0

cos?® x — sen? x + 2cos x =0

2 2 ~
cos“ x—(1 —cos= x) + 2cos x = ()
cos?x—1+cos?x+2cosx=0

2cos*x + 2cosx—1=0

 244+8 cos x = 0,366
CosSx=—4 < cos x = —1,366 (no vale)

x=1,2
cos x = 0,366 < o _3’09

Puntos: (1,2; 0); (5,09; 0)

e Puntos de inflexion:

f"(x) = =2cos 2x — cos x

ffx)=0 —

—2c0s 2x —cosx = ()

—2(cos? x — sen* x) — cos x = 0
—2cos? x + 2sen® x —cos x =0
—2cos? x + 2(1 — cos? x) —cosx =0
—2cos”? x + 2 — 2cos* x — cos x = ()

—4cos?ix—cosx+2=0

o 1+V1+32 cos x = —0,843
COS X = T < COS X = 0,593



x =257 | Puntos: (2,57; -0,63)
cos x = —(0,843 <
x =371 (3,71; —0,63)
\,
x =094 (0,94; 0,44)
cos x = 0,593 <
x =535 (5,35; 0,45)
e Grafica:
i T
\l‘ ; ‘l\it 3 ’
\ / \Z —%’ _
T~ o~

X +

Dada la funcion f(x) = , se pide:

Va2 +1
a) Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

b) Maximos y minimos relativos, e intervalos de crecimiento y de decreci-
miento.

¢) Dibuja la grafica de f.
a) « Dominio: R (porque x2+1>0 paratodo x).
s Asintotas:

No tiene asintotas verticales porque el denominador no se anula para ningin
valor de x.

Asintotas horizontales:

. x+1 B —x+1

lim ———= Ilim ——=-1
xo—e VxZ+1 xo+e xZ+1

_ x+1

lim ——=1

X — +oo \i‘_x2+1

y =-1 es asintota horizontal cuando x — —e ( f(x) > —1).

y =1 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 1).

2
2Nx2+1 xP+l-x?-x 1-x

(x?+ 1) V(x2 +1)3 ) V(x? + 1)3

VaZ+1—(x+ 1) -

b) f(x) =



)

fx)=0 = 1-x=0 — x=1
Signo de f"(x):

f(x) es creciente en (—oo, 1).
es decreciente en (1, +e0).

tiene un maximo en (1, V2).




(x—1D?
e Dominio: R — {1}

* Asintotas:

lim f(x)= +eo
x— 1" . .
x =1 es asintota vertical.
lim f(x)= +eo
x— 17

= x es asintota oblicua.

(Si x— —eo, flx) > s8I x — +eo, f(x) > x).

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
—_ 13 _
fe=1-_8 - -1 -8
(x—1)° (x—1)3
Sx)=0 = (x-1P¥=8 — x-1=2 — x=3
Signo de f"(x):

f'=0 f'<0 f'=0
/ 1 \ 3 /

f(x) es creciente en (—eo, 1) U (3, +0).

es decreciente en (1, 3).

tiene un minimo en (3, 4).

e Grafica:

e




Estudia los maximos, los minimos y los puntos de inflexion de las siguien-
tes funciones y represéntalas graficamente:

eX—e~ ex + e~
a)y=T b)y=T c)y=senx+cosx para 0< x <21
_ X _ g%
a) y= ———— =senbh x. Esta funcion se denomina seno hiperbdlico de x.
« S@ =
2

fx)=0 — e*+e*=0 — notiene solucion —
— no hay maximos ni minimos

f'(x) >0 paratodo x — f(x) es creciente
X —X
. =€
f —

=0 = e—e¥=0 — ex—§=o S oe®_1=0 =

- e¥=1 - 2x=0 = x=0 —= y=0

Signo de f""(x):

f”{ {'} f”::, 0
: Hay un punto de inflexion en (0, 0).
A
e Grafica:
|
/
/
>l 1/
/
l‘I'
|
[




X e—x

_ +
bhy=-4£"¢"
g 2

X =X
. ’(x):i
A 5
ffx)=0 - e—e¥=0 - x=0 — y=1

Signo de [f"(x):

f<0 [0

-~ |

Hay un minimo en (0, 1).

x+ e—x

« [ =2
f"(x)=0 — notiene solucion — no hay puntos de inflexion

e Grafica:

cy=senx+cosx para 0 <x<2n

e [1(x) = cosx—senx

X

ffx)=0 — cosx=senx — {gx=1<

T
T
o3t
+

Signo de f"(x):

=0 <0 f'=0

0/% ~ — 2

42\|§' i

Hay un maximo en ( \E) Yy un minimo en (STTE, —\E).

n
4 ?

e ["(x) =—sen x — cos X

ffx)=0 — senx=-cosx — rgx=—1< .
x:_

4

= cosh x. Esta funcion se denomina coseno hiperbolico de x.



Signo de f"(x):

<0 f'=0 f'<0
4 \_/ 4
o . . 3an Tn
ay un punto de inflexion en T 0], v otro en 3 0).
¢ Grifica:
TN
/
%TE'\ / Tl 21
4\ AN
\'-_/,
Ay=xinx
e Dominio: ((), +e)
e Asintotas:
nx 1/x
lim xhnx= Ilim = [im 5 = lim —-x=0
x—= 0 x— 0t 1/x x— 0 —1/x x =0

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.

No tiene asintotas verticales.

NACY)

lim [f(x) = +e; [lim ——=+c — Rama parabdlica
X — +oo X —» too X

¢ Puntos singulares:

f’(.x)=£nx+x-%=!nx+l

fx=0 - hx=-1 — x=€—1=?



Signo de f"(x):
<0 S=0

o~ 1 _~—

1
S(x) es decreciente en |0, ;)
es creciente en |—, +ee|.
1 1

1

e e

tiene un minimo en

e Corta al eje X en (1, 0).
e Grafica:

(R
~

Dy=&-1De*
e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
—-x -1 (L -1
x

Iim flx)= lim (—x-1)e ™= I[lim lim ——=0
X —> —oo X — +oo X — +oo e X — 4o €

(1) Aplicamos la regla de L'HOpital.

y =0 es asintota horizontal cuando x — —eeo ( f(x) < 0).

lim f(x) = +eo; [lim f(_x)=

+oc — Rama parabdlica
X —3 +oo x—> +eo X

e Puntos singulares:
i) =e¥+(x—1e*=e (1 +x—-1)=xe*
S =0 — x=0
Signo de f"(x):

r<o r>0

~~ "




f(x) es decreciente en (—eo, 0).
es creciente en (0, +ee).
tiene un minimo en (0, —1).

e Cortaaleje X en (1, 0).

e Grafica:
|
|
|
/
- 1
~ [/
i
. x3
8) In x

* Dominio:

Imx=0 — x=1. Ademas, ha de ser x> (.

Dom = (0, 1) U (1, +e=)

* Asintotas:

lim  f(x) =0

x— 0

lim  f(x) = —eo
x— 1"

lim  f(x) = +eo
x— 17

x =1 es asintota vertical.

lim  f(x) = +eo; [lim S = +eo — Rama parabolica

X — +oo x— +oo X

¢ Puntos singulares:
3xtinx-x-(1/x)  3x*lnx-x* x*QGlnx-1)

S = (In 22 T (Unx)? (In x)2

x =0 (no vale)
0<Inx=1/3 — x=e3

[x)=0 — x*Ghx-1)

Signo de f"(x):



/<0 f<0 f>0
0 \ 1 \ RE /

f(x) es decreciente en (0, 1) U (1, e'/3).

es creciente en (e!/3, +o0).

tiene un minimo en (e'3, 3e).

e Grafica:
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